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Conforme Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders
auf die Oberfläche einer Kugel.
(Von Herrn H. A. Schwarz in Halle.)
JLrie vorliegende Abhandlung· stellt sich folgende Aufgabe:
Die Oberfläche einer Kugel auf die Oberfläche eines Tetraeders con-
form so abzubilden, dass jedem Punkte der einen Fläche ein einziger Punkt
der ändern entspricht.
Die Untersuchung zerfällt in zwei Theile.
Der erste Theil geht aus von dem als Function der oberen Grenze
betrachteten Integrale
n-u(] -
in welchem a, b, c, d beliebige cornplexe und a, , , reelle zwischen 0
und l liegende und der Bedingung a-}-ß-\-y-\-d = 2 genügende Constanten
bezeichnen, und beschäftigt sich mit dem Nachweis, dass in der Ebene (u)
dieses Integrals sich stets das Netz UL der Oberfläche U eines Tetraeders
ABCD angeben lässt, auf welche die ganze Ebene (x] oder eine dieser Ebene
entsprechende Kugelfläche conform abgebildet wird, so dass das gegenseitige
Entsprechen der Punkte beider Flächen ein eindeutiges ist.
Der zweite Theil hat den Beweis zu führen, dass für jedes vorgegebene
ganz im Endlichen liegende Tetraeder AiBlCiDl sich die angegebenen Con-
stanten stets und zwar, abgesehen von drei willkürlichen Constanten einer ge-
brochenen Function ersten Grades, auf eindeutige Weise so bestimmen lassen,
dass das vorhin charakterisirte Tetraeder ABCD mit dem gegebenen Aß^^i
übereinstimmt.
I.
Die Lage eines in einer Ebene (x] liegenden beliebigen Punktes möge
durch den Werth der unbeschränkt veränderlichen Grosse ausgedrückt werden;
a, 6, c, d seien vier von einander verschiedene specielle Werthe derselben,
welchen ebenso viele in der Ebene (a?) liegende Punkte entsprechen.
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Die Theile der Ebene (x) mögen nun durch die Integralfunction
in welcher C eine complexe, a, , , d reelle zwischen 0 und l liegende
Constanten bezeichnen, zwischen denen die Gleichung
+ + +d = 2
besteht, auf Theile einer Ebene (u) conform abgebildet werden.
Für das Innere jedes einfach zusammenhängenden Bereiches X der
Ebene (o?), welcher in seinem Innern keinen der Punkte a, b, c, d enthält,
kann ein Zweig der zu integrirenden Function als stetige Function des Ortes
eindeutig erklärt werden, sobald für einen im Innern von X liegenden Werth
von einer der Werthe der Function fixirt wird. Aus diesem einen Zweige
wird jeder andere Zweig der Function durch Multiplication mit einem Factor
e2*7i« erhalten, wenn mit ein Ausdruck ma.a + mß.ß-\-mr.y-i-m^.S bezeichnet
wird, in welchem die Coefficienten m ganze positive oder negative Zahlen
bedeuten, einschliesslich der Null.
Da die zu integrirende Function für keinen Werth von unendlich
gross erster Ordnung wird, so folgt, dass für einen solchen Bereich auch ein
Zweig u der Integralfunction eindeutig erklärt werden kann, und dass jeder
andere Zweig % derselben durch die Gleichung UL = e2i!ni . w+Const. erhalten
werden kann.
Für die hier näher zu untersuchende Abbildung sind die Verzweigungs-
werthe a, b, c, d die einzigen singulären Werthe von x. Für die in der
Umgebung eines solchen Punktes, z. B. des Punktes a liegenden Werthe von
x hat die Function u die Entwickelung
worin *ß(# — a) eine nach steigenden ganzen positiven Potenzen von x—a
fortschreitende Potenzreihe bedeutet, welche für alle dem absoluten Betrage
nach hinreichend kleinen Werthe von — convergent ist.
Zieht man daher vom Punkte a aus eine einfache, d. h. durch keinen
Punkt mehr als einmal gehende Linie L(ad\ welche die Punkte b und c nicht
enthalten und im Punkte d endigen möge, so kann man die Function u für
alle in der Umgebung des Punktes a liegenden Werlhe von x, welche der
Linie L(ad) nicht angehören, als stetige und eindeutige Function von x er-
klären; für diejenigen Werthe x aber, welche in der Umgebung des Punktes a
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liegen und der Linie L (ad) angehören, hat die Function u — ua dann zwei
Werthe, deren Quotient gleich e*ani ist.
Die den beiden Ufern der Linie L(ad] in der Ebene (u) entsprechenden
Curven stimmen aus diesem Grunde der Gestalt nach überein und lassen sich
durch eine Drehung um den Punkt ua und um den Winkel 2 mit einander
zur Deckung bringen.
Zieht man, wie von a nach d die Linie Zr(orf), ebenso von b und c
nach d einfache Linien L(bd] und L(crf), welche weder sich selbst, noch ein-
ander schneiden, so bilden alle diesen Linien nicht angehörenden Werthe von
einen einfach zusammenhängenden, den unendlich weit entfernten Punkt der
Ebene (o?) enthaltenden Bereich X mit der in sich zurückkehrenden Begren-
zungslinie L(adbdcda}.
Für jeden im Innern dieses Bereiches liegenden endlichen Werth von
hat u den Charakter einer ganzen Function. Für die in der Umgebung des
Werthes = <x> liegenden Werthe von lässt sich u, da a + ft + y+d — 2
ist, in eine Reihe von der Gestalt
entwickeln; dieser Werth ist also für die Function u und die durch dieselbe
vermittelte Abbildung kein eigentlich singulärer.
Hieraus folgt, dass u für alle im Innern des Bereiches X liegenden
Werthe von als eine eindeutige, stetige und überall endliche Function von
erklärt werden kann.
Für alle Werthe von x, welche den Linien L angehören, hat n im
Allgemeinen zwei Werthe, für die Werthe a, b., c je einen Werth und für
den Werth d drei Werthe.
Das Gebiet aller Werthe von u, welche zu den innerhalb des Bereiches
X liegenden Werthen von gehören, sei mit t/i bezeichnet. Dieses Gebiet
hat in seinem Innern keinen Windungspunkt, denn -p- wird für keinen end-
lichen Werth von gleich Null und dem Werthe = oo entspricht kein Win-
dungspunkt von l/i.
•Der Begrenzungslinie L(adbdcda] von X entspricht in der Ebene («)
die Begrenzungslinie von l/A nämlich eine Linie AD'"BD'CD"A. Die einzelnen
Seiten dieses Curvensechseckes AD" und AD'", BD'" und BD', CD1 und CD"
haben beziehlich dieselbe Gestalt und bilden mit einander die im Innern von
16*
Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated
Download Date | 6/15/15 11:06 AM
124 Schwarz, Abbildung der Tetraederfläche auf die Kugelfläche.
UL liegenden Winkel 2 , 2 , 2 . Die Summe der Winkel in den Eck-
punkten D', D", D'" beträgt Zdn.
Es wird nun gezeigt werden, dass man die Linien L(ad], L(bd], L (cd]
stets so ziehen kann, dass die entsprechenden Stücke, der Begrenzung von
[/! gerade Linien werden und gleichzeitig die Figur das Netz der Ober-
fläche U eines Tetraeders ABCD darstellt, dessen Kanten mit den gleichbe-
nannten geradlinigen Strecken der Figur UL gleiche Länge haben.
Es ist nun ein spezieller Fall vor der Betrachtung des allgemeinen
besonders zu berücksichtigen.
Die vier Punkte a,, b, c, d in der Ebene (x) können nämlich die be-
sondere Lage haben, dass sich durch dieselben ein Kreis oder eine gerade
Linie legen lässt.
Geht man von der Ebene (o?) durch Transformation mittelst reciproker
Radii vectores zu einer dieser Ebene entsprechenden Kugelfläche über, so
liegen die den Punkten a, b, c, d entsprechenden Punkte auf einem Kreise,
welcher die J£ugelfläche in zwei Calotten theilt.
Durch eine geeignete Wahl des Transformationsmittelpunktes kann man
bewirken, dass dieser Kreis ein grösster Kreis der Kugel wird. Die Flächen
der beiden von diesem Kreise begrenzten Halbkugeln werden mittelst der In-
tegralfunction conform abgebildet auf zwei symmetrische ebene geradlinige Vier-
ecke mit den Winkeln an, ßny , dn, die ganze Kugel fläche also auf eine
geschlossene einfach zusammenhängende Fläche U, bestehend ans den längs
ihrer Begrenzungen zusammenhängenden und eine Falte von U bildenden Flächen
der beiden symmetrischen Vierecke.
(Es sei gestattet, hier eine Bemerkung einzuschalten. Ist in dem be-
trachteten Falle a = ß=;y = d=^, so gelangt man zu dem elliptischen In-
tegrale erster Art mit reellem Modul und rein imaginärem Periodenverhältniss,
und erhält durch die elliptischen Functionen vermittelt die Abbildung der
Oberfläche eines doppelt zu denkenden Rechteckes auf die Oberfläche einer
Kugel. *
Nun kann man nach Jacobi *) mittelst elliptischer Integrale dritter Art,
welche die elliptischen Coordinaten eines Punktes des Ellipsoids enthalten,
*) Monatsberichte der Berliner Akademie, M. April 1839, Seite 64.
Schering: Ueber die contbrme Abbildung des Ellipsoids auf der Ebene. Göttingen 1858.
Jacobi; Ueber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids auf einer Ebene, bei wel-
cher die kleinsten Theile ähnlich bleiben. Dieses Journal Band 59, Seite 74—88. 1861.
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die Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoids auf eine Ebene eonform so ab-
bilden, dass einer Hälfte der Ellipsoidoberfläche das Innere eines Rechteckes,
der die vier Nabelpunkte enthaltenden Ellipse der Umfang desselben und den
Nabelpunkten selbst die Ecken des Rechtecks entsprechen.
Der ganzen Ellipsoidoberfläche entspricht also hierbei das doppelte
Rechteck. Durch Zusammensetzung dieser Abbildung mit der so eben be-
trachteten durch elliptische Functionen vermittelten erhält man die allgemeine
Lösung der Aufgabe: Die Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoids auf die
Oberfläche einer Kugel eonform so abzubilden, dass das gegenseitige Ent-
sprechen der reellen Punkte beider Flächen ein eindeutiges ist.
Es ergiebt sich hierbei, dass den beiden Schaaren der Krümmungslinien
auf dem Ellipsoid zwei Schaaren von Curven vierter Ordnung auf der Kugel
entsprechen.]
Wenn nun die vier Punkte a, by c, d nicht auf einem Kreise liegen,
so kann man durch je drei derselben einen Kreis legen.
Von diesen vier Kreisen theilt jeder, z. B, der durch die Punkte a, b, c
gelegte, das Gebiet von in zwei durch diesen Kreis von einander getrennte
Bereiche. Der eine derselben enthält in seinem Innern den vierten Punkt d;
der andere, welcher in seinem Innern keinen singulären Punkt enthält, möge
mit (abc) bezeichnet werden. Den Bezeichnungen (bdc\ (crfa), (adb) ist die
analoge Bedeutung beizulegen.
Es kann angenommen werden, dass das Innere des Gebietes (abc) für
einen auf der Ebene (x) stehenden Beobachter, welcher auf der Begrenzung
des Gebietes in der Richtung abc fortschreitet, links von seiner Bewegungs-
richtung liegt.
Wenn dies nämlich nicht von vorn herein der Fall wäre, so brauchte
man nur die Bezeichnung der Punkte a und c und dem entsprechend und
mit einander zu vertauschen.
Zur Vereinfachung möge nun die Ebene (x) durch die Function
, b—~c x — a
= .0 — a x — c
auf eine Ebene (x9) abgebildet werden. Den Punkten x=a,b,c,d entsprechen
der Reihe nach die Punkte #' = 0, l, , . Es ist hierbei
6 — c d — a
b — a d — c
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a
Z3A
Dem Gebiete (abc) entspricht das
Gebiet (0 l oo), also die auf der
positiven Seite der reellen Axe lie-
gende Halbebene; z liegt mithin in
der auf der negativen Seite der
reellen Axe liegenden Halbebene.
Die Integralfunction u geht
über in
u — u{)
= C'fx'x'*-l(x'-i /-V-*)*"1**'·
Die von den Punkten a, b, c nach
dem Punkte d gezogenen Linien L
sollen nun so angenommen werden,
dass sie ausserhalb des Gebietes
(abc) liegen und mit der Begrenzungslinie desselben nur die Punkte a, b, c
gernein haben.
Gehen nun abcd in 01 ocz über, so liegen die den Linien L ent-
sprechenden Linien L' ganz in der auf der negativen Seite der reellen Axe
liegenden Halbebene.
Für alle im Innern des dem Gebiete X entsprechenden Gebietes Xf
liegenden Werthe von x' kann u als eindeutige und stetige Function von
erklärt werden. Dasselbe gilt von ~ und von den Functionendx'
du log x\ log (x-1), log (V-*),
zwischen denen die Gleichung
besteht.
Das Gebiet (abc) in der Ebene (x), beziehlich die auf der positiven
Seite der reellen Axe liegende Halbebene (x')9 wird nun durch die Integral-
function u abgebildet auf ein einfach zusammenhängendes Gebiet U (abc), einen
Theil von Ut .
Die Begrenzungslinie der Figur U (abc) ist nach aussen überall convex.
Dies kann wie folgt bewiesen werden. Beschränkt man die Variable x1
auf die Begrenzungslinie des Gebietes (abc) und lässt x1 stetig wachsend alle
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reellen Werthe von — σο bis +00 annehmen, so dr ckt die Abweichung von
-y^- den Winkel aus, den entsprechende Elemente du und dx' der Begren-
zungslinien beider Gebiete mit einander einschliessen. Dieser Winkel wird
daher auch ausgedr ckt durch den reellen Factor des imagin ren Theiles von
Der imagin re Theil von log a?' ist constant, w hrend χ sich von — oo bis 0
bewegt, nimmt beim Durchgange durch 0 um ni ab und ist, w hrend x' sich
von 0 bis + σο bewegt, wieder constant. Dasselbe gilt von dem imagin ren
Theile von log (a?'— l ) f r den Werth χ gleich 1. Der imagin re Theil von
log (#'—3) hingegen nimmt, w hrend χ sich von —σο bis +00 bewegt, be-
st ndig ab, da die Abweichung der von dem Punkte Λ nach dem Punkte χ
f hrenden Strecke zxf best ndig kleiner wird.
Der Zuwachs, welchen der imagin re Theil von log-rr- erf hrt, w h-
rend x' sich innerhalb einer der Strecken — oc...O, 0...1, l... + oo bewegt,
ist also gleich dem Zuwachse des imagin ren Theiles von (<J— l)log(a?'— ).
Der imagin re Theil von log-r-y w chst also best ndig, denn δ ist nach der
'"* uX
Voraussetzung kleiner als l und in den Punkten 0 und l betr gt die Zunahme
beziehlich (l — a) ni und (\— )m. Folglich ist der Contingenzwinkel der
Curve, welche u beschreibt, w hrend x eine der Strecken von —σο bis 0,
von 0 bis l, von l bis + σο durchl uft, stets positiv, denn derselbe ist gleich
dem Zuwachse des Factors von i in dem Ausdrucke log -— ·
Also ist die Begrenzungslinie der Figur U(abc) in den drei Theilen,
welche den Strecken — σο ... Ο, 0 . . .1, l . . .+σ ο entsprechen, nach aussen
convex. In den Punkten A, B, C, welche den Werthen a, b, c von x9 beziehlich
0, l, σο von x', entsprechen, hat die Begrenzungslinie der Figur V(abc] je
zwei Tangenten, und zwar betragen die Winkel, welche die folgende Tangente
mit der vorhergehenden macht, beziehlich
(1_«)π, (ί-β)π, (1-γ}π.
Die Begrenzungslinie von U(abc] ist also auch in den Ecken nach
aussen convex. Die inneren Winkel der Figur U(abc) sind in diesen Punkten
beziehlich gleich an, n, γη.
Die Summe aller Contingenzwinkel der Begrenzungslinie der Figur
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U (abc) beträgt
wie auch daraus folgt, dass diese ganz im Endlichen liegende einfach zu-
sammenhangende Figur in ihrem Innern keinen Windungspunkt besitzt.
Wenn also ein Punkt die Begrenzung der Figur U(abc) in positivem
Sinne durchläuft so wächst der Winkel, den die Richtung der Tangente dieser
Curve mit der Richtung der reellen Axe macht , beständig und ist nach ein-
maligem Umlaufe des Punktes um 2 gewachsen.
Nun kann eine geschlossene Curve, welche diese zwei Eigenschaften
hat, von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden,
und die geradlinige Strecke, welche zwei Punkte einer solchen Curve ver-
bindet, liegt ganz in dem Innern des von dieser Linie begrenzten und ganz
im Endlichen liegenden Stückes der Ebene, falls sie nicht selbst einen Theil
der Curve ausmacht.
Construirt man daher in der Figur U (abc) das geradlinige Dreieck
ABC, so folgt aus dem angeführten Satze., dass die einzelnen Seiten und die
Fläche dieses Dreiecks ganz innerhalb der Figur U(abc] liegen., dass daher
die Winkel desselben beziehlich kleiner sind als , , .
Die analogen Betrachtungen, statt auf das Gebiet (abc) auf die Gebiete
(6rfc), (cda), (adb) angewendet, führen auf die Figuren
U(bdc), U(cda), U(adb)
und die Dreiecke
B'D'C', C"D"A", Ä"D'"B'".
Die Gebiete (abc) und (adb) haben einen von zwei Kreisbogen be-
grenzten einfach zusammenhängenden Gebietsteil gemeinsam, welcher mit (ab)
bezeichnet werden möge. Derselbe wird durch die Integralfunction auf eine
Figur U (ab) abgebildet, deren Begrenzungslinie in allen Punkten nach aussen
convex ist. Also liegt die geradlinige Strecke AB, welche die den Punkten
a und b entsprechenden Ecken der Figur U (ab) verbindet, ganz im Innern
derselben. Es giebt also in der Ebene (x) eine einzige ganz innerhalb des
Flächenstückes (ab) liegende von a nach b führende Linie L(ab), deren Ab-
bildung durch die Integralfunction eine gerade Linie ist.
Solcher Linien L giebt es in der Ebene (x) oder auf der der Ebene
(x) entsprechenden Kugel fläche sechs, von denen jede zwei der Punkte a, b,
c, d verbindet.
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Die Ebene, beziehlich die Kugelfläche,
wird durch diese Linien in vier Curvendreiecke
abc, bdc, cda, adb zerlegt, deren Abbildungen
durch die Integralfunction geradlinige Drei-
ecke sind.
Wählt man daher die drei vom Punkte
d ausgehenden eindeutig deßnirten Linien L (ad],
L(bd), L(cd] zu denjenigen Linien, deren Ufer
L(adbdcda) die Begrenzung des einfach zu-
sammenhängenden Bereiches X bilden, so ist die
entsprechende Figur t/j das Innere eines von
sechs geradlinigen Strecken begrenzten Sechs-
eckes AD'"BD'CD"A, von dessen Seiten die
in den Ecken A, B, C je zwei zusammen-
stossenden einander gleich sind und mit einander beziehlich die im Innern von
t/i liegenden Winkel 2 , 2 , 2 bilden. Nun ist von den in der Ecke
A zusammenstossenden Winkeln D1"AB, BAC, CAD" jeder kleiner als ;
da ihre Summe 2 beträgt, so ist die Summe je zweier derselben grösser
als der dritte. Das angegebene Sechseck Ul ist daher das Netz der Ober-
fläche U eines Tetraeders ABCD.
Aus den drei Winkeln am Punkte A kann man nämlich, weil die Summe
je zweier grösser ist als der dritte, eine körperliche Ecke construiren; giebt
man den Kanten beziehlich die Längen AB, AC, AD = AD" — AD'", so ist
hierdurch ein Tetraeder ABCD bestimmt, dessen Seitenflächen ABC, BDC,
CDA, ADB den vier Dreiecken ABC, BD'C, CD"A, AD"fB beziehlich con-
gruent sind.
Die Oberfläche U dieses Tetraeders entspricht der Ebene (x) und der
derselben entsprechenden Kugeloberfläche eindeutig Punkt für Punkt. Die
Abbildung der einen Fläche auf die andere ist in den kleinsten Theilen ähnlich,
ausgenommen in den den vier Ecken des Tetraeders entsprechenden Punkten,
in welchen die Stetigkeit der Abbildung nicht unterbrochen ist.
Die Abbildung der Ebene (x) auf die Oberfläche U des Tetraeders
stellt daher in eindeutiger Weise den Zusammenhang dar, welcher stattfindet
zwischen den Werthen, die das Integral u für einen bestimmten Werth der
oberen Grenze annehmen kann, und diesem Werthe x: Alle Werthe, welche
das Integral auf verschiedenen Integrationswegen erlangen kann., werden ans
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einem dieser Werthe erhalten durch Abwickelung der Tetraeder fläche U auf
die Ebene (u).
[Hieraus ergiebt sich beiläufig, wenn man a = /? = y = J = £ setzt,
eine geometrische Deutung der Abbildung durch elliptische Functionen mit
complexern Modul.
Die vier Seitenflächen des Tetraeders sind in diesem Falle congruent,
und zwar sind es spitzwinklige Dreiecke.
Für die elliptischen Integrale, wrelche die Abbildung der Oberfläche
der Kugel auf die Oberfläche eines regulären Tetraeders vermitteln, findet
bei der Multiplication mit dritten Wurzeln der Einheit ein algebraisches Multi-
plicationstheorem Statt; die Linien L sind in diesem Falle Kreisbogen.
Gleichzeitig ist hierdurch gezeigt, wie man bei einem elliptischen In-
tegral erster Art mit complexem Modul die Integrationswege zu wählen hat,
um solche Fundamental-Perioden zu erhalten, für welche die ^-Reihen am
stärksten convergiren.]
II.
Es ist nun nachzuweisen, dass sich bei einer gegebenen ganz im End-
lichen liegenden Tetraederfläche AiBlCiDi die Constanten in der oben be-
trachteten Integralfunction stets so bestimmen lassen, dass das zu derselben in
Beziehung stehende Tetraeder ABCD dem gegebenen congruent wird. Zu-
nächst ist zu bemerken, dass die Grossen a, , und durch die Summen
der Winkel in den Ecken A^ J5n CM DL des Tetraeders unmittelbar gegeben
sind. Dieselben sind nämlich so zu wählen, dass die Summen der in den
Ecken AL, , C19 Dl zusammenstossenden Winkel beziehlich durch 2an,
2
 y 2yn, 2 ausgedrückt werden. Da die Summe aller dieser Winkel
gleich 4 ist, so ist die oben vorausgesetzte Gleichung + -\- -\- =2 erfüllt.
Ferner ist zu beachten, dass, wenn diese
Winkelsummen gegeben sind, das Tetra-
eder durch die Gestalt einer seiner Seiten-
flächen, etwa AiBiC^ der Gestalt nach
bestimmt ist.
Es giebt nämlich nur ein Tetraeder
ABCD, welches mit einem gegebeneu die
Grundfläche ABC gemein und in ent-
sprechenden Ecken gleiche Winkelsummen
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hat. Fasst man das Tetraeder als dreiseitige Pyramide mit der Spitze D auf
und breitet die Mantelfläche D-ABC dieser Pyramide in eine Ebene aus, so
ist die gebrochene Linie A'B'C'A'B"..., in welche die Linie ABCA ausge-
breitet wird, in den Längen der einzelnen Seiten und den Winkeln je zweier
aufeinander folgender Seiten bekannt, (Man erhält ~ ' '=2 —Z-^jBCu.s.w.)
Die Lage der Spitze D' in dem Netze ist nun eindeutig dadurch bestimmt,
dass die Dreiecke A'B'D' und A"B"Dr congruent sind, dass D' also von den
Punkten A1 und A" und den Punkten B' und B" beziehlich gleichen Abstand
haben muss. l-
Hieraus folgt, dass in der That das Tetraeder ABCD durch die Summe
der Winkel in den einzelnen Ecken und die Gestalt einer Seitenfläche ABC
der Gestalt nach schon bestimmt ist, sobald noch feststeht, welche Seite der
Fläche dieses Dreiecks nach Aussen liegen soll. Die Aufgabe der Constanten-
bestimmung ist demnach als gelöst anzusehen, sobald es gelingt, die vier Con-
stanten a, b, c, d so zu bestimmen., dass das in der Ebene der Integralfunction
u liegende geradlinige Dreieck ABC
 9 welches dem auf der Kugel liegenden
krummlinigen Dreiecke abc entspricht, der Seitenfläche AiBiCl des gegebenen
Tetraeders gleichstimmig ähnlich wird.
Ohne dass der Allgemeinheit Eintrag geschieht, kann nun angenommen
werden, dass a + ß^i ist; denn unter den vier positiven Grossen , , , d,
deren Summe gleich 2 ist, muss es, wenn nicht jede dieser Grossen gleich 4
ist, stets zwei geben, deren Summe kleiner als l ist, und diese können mit
« und ßy die entsprechenden Ecken des Tetraeders mit AI und BL bezeichnet
werden.
Die noch freistehende Wahl in der Bezeichnung der beiden ändern
Ecken des Tetraeders mit C^ und Di möge so getroffen werden, dass die
Seitenfläche AiBlCl für einen auf der Fläche AiBiCl stehenden und ausser-
halb des Tetraeders befindlichen Beobachter auf der linken Seite ihrer Be-
grenzungslinie A1BLC1A1 liegt. Um von den drei willkürlichen Constanten
befreit zu sein, welche eine gebrochene Substitution ersten Grades für die
Grossen a, b, c, d enthält, gebe man a, b, c die Werthe = 0, 6 = 1, c = .
Dann muss nach der getroffenen Uebereinkunft dem Innern des durch a, 6? c
gelegten Kreises die auf der positiven Seite der reellen Axe liegende Halb-
ebene entsprechen und der die unbekannte Constante d, welche mit * be-
zeichnet werden möge, darstellende Punkt auf der negativen Seite der reellen
Axe liegen.
17*
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Stellt man nun die Integralfunction
u =
auf, so werden die Seiten AB und AC des Dreiecks ABC in complexen Co-
ordinaten durch die bestimmten Integrale
f / r /·<*>AB= / , AC= l
*~J *s
0 ü
ausgedrückt, wo durch die dem Integralzeichen beigefügten Marken angedeutet
sein soll, dass die Integrale längs der positiven Seite der reellen Axe zu
nehmen sind, während die Potenzen für die auf der positiven Seite der reellen
Axe liegende Halbebene eindeutig erklärt sind, da diese ein Theil des Gebietes
ACX ist. Der complexe Werth des Verhältnisses -r^ ist nun gegeben, es soll
AC A C
nämlich -r^ = / p " tfr» sein, wenn durch A^B^ und AiCL die complexenAtj /AI jDi
Coordinaten dieser Strecken in der Ebene des Dreiecks A1B1C1 bezeichnet
werden. Es wird gezeigt werden, dass die complexe Grosse z in der auf
der negativen Seite der reellen Axe liegenden Halbebene auf eine einzige
Weise so bestimmt werden kann, dass der Quotient w der innerhalb der auf
der positiven Seite liegenden Halbebene genommenen bestimmten Integrale,
y*130 ' /*1: / , den vorgeschriebenen Werth w^ annimmt.
(l 0
Diese Grosse w als Function von z betrachtet ist Quotient zweier
Zweige derselben Gemischen F oder /?iema?m'schen P Function. Die Werthe
0, l, 9o sind die einzigen singulären Werthe für das Argument z.
Die Grosse w ist also eine analytische Function der complexen Grosse
z, eindeutig definirt für alle der negativen Halbebene angehörenden Werthe
von z. Der Werth der complexen Grosse w werde durch einen Punkt in
einer Ebene geometrisch dargestellt und das Gebiet der Werthe, welche w
für alle der negativen Halbebene angehörenden Werthe *von z annimmt,
mit W bezeichnet, so dass W eine conforme Abbildung der negativen Halb-
ebene (z] ist.
Zunächst ist zu bemerken, dass alle Punkte des Gebietes W im End-
lichen liegen (ausgenommen den Fall a = — = d = \, der als Grenzfall
leicht zu behandeln ist).
Denn der Nenner von w ist für keinen von 0, l, verschiedenen
Werth von z gleich Null, der Zähler von w wird für keinen von 0, l, oo
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verschiedenen Werth von z unendlich gross, und die Werthe, welche w f r
a = 0, l, σο annimmt, ergeben sich mit Ausnahme des eben erw hnten Falles
als endliche.
Um nun das Gebiet W bersehen zu k nnen, betrachte man die Be-
grenzungslinie von W; diese ist die Curve, welche w beschreibt, wenn z die
Grenze der negativen Halbebene von +00 bis — oo durchl uft.
Es werde nun der Grosse z ein reeller vorl ufig constanter Werth
beigelegt. Dann vermittelt das Integral
J ' -1 (x - 1 /-1 (x - z}*-1 dx,
als Function der oberen Grenze betrachtet, wenn die Ver nderlichkeit von x
auf die auf der positiven Seite der reellen Axe liegende Halbebene beschr nkt
wird, die conforme Abbildung dieser Halbebene auf ein geradliniges Viereck
mit den Winkeln απ, n, γπ, dn. Diese Winkel folgen auf einander in der
Reihenfolge
a fy, αδβγ, δαβγ,
jenachdem z in der Strecke oc.. . l , 1...0, oder 0... — <x> liegt.
Die Eckpunkte des Vierecks seien den Winkeln entsprechend mit den-
y»i stellt in dem ersten
u
und dritten Falle die Seite a , im zweiten die Diagonale a des Vierecks
7 00 im ersten
o
und zweiten Falle die Seite αγ, im dritten Falle die Diagonale αγ dar.
Die geometrische Construction des Quotienten
αγ
W = —~-
a
ist also folgende: Man construire das Viereck mit den Winkeln απ, βπ, γη,
dn, dessen Ecke a der Punkt 0, dessen Ecke β der Punkt +1 ist, und be-
stimme die Lage der Ecke γ. Wenn z zwischen σο und l liegt, so ist die
Aufeinanderfolge der Ecken des Vierecks a β S γ, und die Ecke γ liegt auf
einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden, die mit der Strecke 01 den
Winkel an einschliesst.
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Liegt s in der Strecke von 0 bis — ,
so folgen die Ecken des Vierecks auf einander
wie d a ; die Ecke liegt daher in diesem
Falle auf einer durch den Punkt +1 gehenden
Geraden , mit welcher die Strecke 1 ... 0 den
Winkel ßn einschliesst. Diese beiden Geraden
schneiden sich, da a + ß Vorausgesetztermassen
kleiner als l ist, in einem Punkte k, welcher den
Werth von w für 3 = 00 darstellt, für welchen
Werth das Viereck, auf welches die Halbebene
im Allgemeinen abgebildet wird, in das Dreieck
Qlk übergeht. (In dem Falle a = ß—\ sind
die beiden Geraden parallel und k liegt in der Richtung der Strecke +i im
Unendlichen.)
Wenn z der Strecke l ... 0 angehört und demnach die Ecken des
Vierecks in der Reihenfolge a d auf einander folgen, ist der geometrische
Ort der Ecke ein über der Strecke 0 . . . l auf deren positiver Seite er-
richteter Kreisbogen, welcher den Winkel fasst.
Der Punkt k liegt ausserhalb des durch den Kreisbogen und die Strecke
0...1 begrenzten Kreisabschnittes, denn es ist
also ist der Winkel grösser als der Winkel OM, der gleich [l-—(a-\-ß)]n
ist. Der Kreisbogen schneidet daher von der Fläche des Dreiecks 01 A ein
Stück ab, welches dem Kreisabschnitt angehört; das von der Fläche des Drei-
ecks übrig bleibende Stück, das Kreisbogendreieck klm9 ist das Gebiet W der
complexen Grosse w. Man überzeugt sich nämlich, dass die Punkte / und m,
mögen sie nun mit den Punkten 0 und l zusammenfallen oder nicht, die
Werthe von w für z = l und & = 0 darstellen.
Für beide Werthe hört das Viereck, auf welches im Allgemeinen die
positive Halbebene (x) abgebildet wird, auf, ein eigentliches Viereck zu sein,
und geht in je eins der Dreiecke Öl/, Olm über, wenn es solche von 0 und
l verschiedene Schnittpunkte / und m des Kreisbogens mit den Geraden Ok
und \k giebt. Aber auch für den Fall, dass / mit 0, m mit l zusammenfällt,
überzeugt man sich, dass diese Werthe die wahren Werthe von w für = l
und a = 0 sind.
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Während s die reelle Axe von +00 bis —oc durchläuft, bewegt sich
der die Grosse w darstellende Punkt auf der Begrenzung des angegebenen
Flächenstückes W stets in dem Sinne klm.
Dies kann mit Hülfe des folgenden Satzes bewiesen werden:
Wenn bei der Abbildung einer Halbebene auf ein geradliniges Viereck
die drei Eckpunkten desselben entsprechenden Punkte 0, l, oo festgehalten
werden und der dem vierten Eckpunkte entsprechende Punkt sich innerhalb
einer der Strecken +00...l, 1...0, 0.. . —oo und zwar stets in demselben
Sinne bewegt so ändert sich während dieser Bewegung von z innerhalb einer
dieser Strecken das Verhältniss der Längen je zweier anstossenden Seiten
des Vierecks stets in demselben Sinne.
Aus den angestellten Betrachtungen folgt nun, dass durch die analytische
Function w von z die auf der negativen Seite der reellen Axe liegende Halb-
ebene (z) conform auf das Innere W des Kreisbogendreiecks klm abgebildet
wird, wie auch aus der Theorie der Abbildung einer Halbebene auf die Fläche
eines Kreisbogendreiecks geschlossen werden kann. Weil die Begrenzungs-
linie des Gebietes W eine einfache Linie ist, so ist die Abbildung der Figur
W auf die Halbebene eine eindeutige: Jedem Punkte innerhalb des Kreis-
bogendreiecks klm entspricht ein und nur ein Werth von z.
A CNun ist zu zeigen, dass der vorgeschriebene Werth ' ' = w() des
\
ACQuotienten w = -r~- innerhalb des Gebietes W liegt.
AJo
Man coustruire ein Dreieck Oiw() ähnlich dem Dreieck AJSß^. Weil
die Winkel des Dreiecks AlBLCl beziehlich kleiner als , , sind, so ist
W. 1 ?0 < W. Wk, W. ^ 0010 < W. MO, W. 1^00 < .
Von diesen drei Ungleichheilen beweisen die beiden ersten, dass der Punkt w{)
innerhalb des Dreiecks OlÄ liegt, und die letzte, dass derselbe ausserhalb
der Fläche des über 01 construirten Kreisabschnittes liegt, der den Winkel
fasst.
Folglich liegt der gegebene Werth w() von w in dem Gebiete W des
Quotienten der beiden bestimmten Integrale, und es giebt nur einen Werth *0
von z, für den w gleich w() wird.
Das Tetraeder ABCD, welches der Integralfunction
entspricht, ist also dem gegebenen ähnlich. Durch geeignete Bestimmung der
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Constante C kann bewirkt werden, dass beide Tetraeder auch der Grosse nach
übereinstimmen.
Die Aufgabe der conformen Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders
auf die Oberfläche einer Kugel mit der Bedingung, dass die Punkte beider
Flächen einander eindeutig entsprechen sollen, ist also stets lösbar, und zwar
lässt diese Aufgabe nur eine Lösung zu, wenn festgesetzt wird, dass drei
gegebenen Punkten der einen Fläche beziehlieh drei gegebene Punkte der ändern
entsprechen sollen.
Halle, im September 1868.
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